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Abstract  

resumo

This paper deals with the utilization of lumped dissipation models in the nonlinear analysis of reinforced concrete structures for design 
procedures, particularly those that deal with material nonlinearity in structural analysis. The main purpose of this paper is to compare the 
results obtained from the theoretical model with the results obtained from other types of structural analysis, including the simplified proce-
dures recommended by NBR 6118 to consider the effects of material nonlinearity. Based on two numerical examples of ultimate limit state 
verification, some advantages and limitations of the lumped dissipation models in real situations of design are discussed.

Keywords: structural analysis; nonlinear analysis; design of concrete structures; damage.

Este trabalho trata da utilização de modelos de dissipação concentrada na análise não-linear de estruturas de concreto armado em 
procedimentos de projeto, com ênfase na análise estrutural envolvendo a não-linearidade física. Um dos objetivos principais do trabalho 
é comparar os resultados fornecidos pelo modelo teórico abordado com os resultados de outros tipos de análise estrutural, incluindo 
as simplificações preconizadas pela NBR 6118 para a consideração da não-linearidade física. Por meio da análise de dois exemplos 
numéricos de verificação de Estados Limites Últimos, são apontadas vantagens do modelo de dissipação concentrada em situações 
reais de projeto.

Palavras-chave: análise estrutural; análise não-linear; projeto de estruturas de concreto, dano.
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1. Introdução

1.1 Importância do tema

As estruturas de concreto armado exibem um comportamento fi-
sicamente não-linear, em regime de serviço e especialmente em 
regime de ruptura. A principal razão da não-linearidade reside no 
fato de que os materiais constituintes destas estruturas não apre-
sentam comportamento elástico-linear. A não-linearidade física 
pode ser facilmente observada nas curvas tensão-deformação 
uniaxiais dos materiais aço e concreto e também nos diagramas 
momento-curvatura das seções. Em linhas gerais, a fissuração e 
a plastificação do aço e do concreto são as principais causas da 
não-linearidade física das estruturas de concreto armado.
No âmbito da pesquisa, pode-se afirmar que nas últimas décadas 
ocorreram diversos e importantes avanços no estudo do comporta-
mento não-linear (estático e dinâmico) das estruturas, chegando-
se a modelos mecânicos bastante satisfatórios para simular com 
melhor precisão o comportamento estrutural. No âmbito do desen-
volvimento tecnológico, os avanços dos recursos computacionais 
vem contribuindo muito para a Engenharia Estrutural, uma vez 
que representam importantes elementos de fomento ao desen-
volvimento de ferramentas de simulação numérica. Atualmente, a 
grande capacidade de processamento dos computadores permite 
a utilização de modelos constitutivos e métodos numéricos mais 
complexos, reproduzindo melhor o comportamento estático e di-
nâmico das estruturas.
Em se tratando de projeto, as estruturas – inclusive as de concreto 
armado – tradicionalmente são dimensionadas com os resultados 
de uma análise elástica-linear. Embora procedimentos e modelos 
simples sejam desejáveis e importantes para a prática do projeto 
estrutural, é crucial que o projetista tenha uma postura crítica com 
relação ao emprego e as limitações de uma análise elástica-linear 
no dimensionamento dos elementos estruturais. Resultados teóri-
cos e experimentais demonstram que a hipótese de comportamen-
to elástico-linear pode apresentar resultados tanto contra quanto à 
favor da segurança, ou seja, pode conduzir à construção de estru-
turas menos seguras ou menos econômicas. Em particular, deve-
se enfatizar a impossibilidade de uma análise elástica-linear em 
representar a redistribuição de esforços na estrutura decorrentes 
da alteração da rigidez das seções. Em muitos casos, a análise 
estrutural com a hipótese de comportamento linear e elástico pode 
subestimar os esforços nas seções menos solicitadas e superesti-
mar os esforços nas mais solicitadas.
Na análise global da estrutura, a fim de evitar a maior complexi-
dade de uma análise que inclui a não-linearidade física, diversas 
pesquisas e códigos normativos propõem uma consideração sim-
plificada da não-linearidade física por meio de redução da rigidez 
inicial das seções, em geral em relação à seção bruta de concreto. 
A norma brasileira de projeto de estruturas de concreto –  NBR 
6118:2003 [1] – apresenta em seu item 15.7.3 um procedimento 
para a consideração aproximada (simplificada) da não-linearidade 
física prescrevendo valores reduzidos de rigidez à flexão, em fun-
ção do tipo de elemento estrutural (viga, pilar ou laje). 
Embora possa conduzir a resultados aceitáveis dentro de um cam-
po de aplicação, deve-se reconhecer que a adoção de um único 
coeficiente de redução da rigidez das seções para os elementos 
da estrutura – como preconiza a NBR 6118 – é um procedimento 
muito simplificado, embora possa conduzir a resultados satisfató-

rios do ponto de vista dos deslocamentos globais. Entretanto, em 
termos de solicitações as diferenças podem ser relevantes. Além 
disso, existe na bibliografia especializada uma falta de consenso 
para a redução da rigidez dos elementos, evidenciada pela grande 
variabilidade nos valores propostos, conforme destacado no traba-
lho de Pinto [2]. Na realidade, os coeficientes de redução da rigi-
dez dos elementos em uma consideração simplificada dependem 
de uma série de fatores, em especial da geometria da estrutura, 
da taxa de armadura dos elementos e do tipo de carregamento.
As normas técnicas de projeto de estruturas de concreto, inclusive 
a NBR 6118, permitem a utilização de uma análise elástico-linear 
seguida de uma correção nos esforços solicitantes a fim de levar 
em conta o comportamento não-linear dos materiais estruturais. 
Essa correção é conhecida como redistribuição de esforços e de-
pende da ductilidade dos elementos estruturais, especialmente 
nas seções mais solicitadas. Em vigas hiperestáticas, promove-se 
a redistribuição de esforços por meio da redução dos momentos 
negativos, utilizando-se os coeficientes de redistribuição, os quais 
são limitados pelas normas em função da posição da linha neutra 
e da classe de resistência do concreto. Essa redução dos picos do 
diagrama de momentos fletores pode permitir um melhor aprovei-
tamento dos materiais, especialmente das armaduras negativas 
nas seções de apoios. Entretanto, Carvalho et al. [3] alertam para 
o fato de que os coeficientes de redistribuição adotados por pro-
jetistas estruturais não são balizados em razões técnicas, sendo 
muitas vezes aleatórios, adotados de forma automática, tendo va-
lores únicos para um conjunto de peças da estrutura. 
Deve-se frisar que a redistribuição de esforços nos elementos de 
concreto armado é limitada pela capacidade de rotação plástica 
das seções críticas. Para realizar um dimensionamento com coefi-
cientes de redistribuição fora dos limites prescritos pelas normas, 
deve-se verificar que a demanda de rotação plástica seja menor 
ou igual à capacidade de rotação plástica. A rigor, esta verificação 
evita situações em que a carga de ruptura é inferior à carga cor-
respondente aos diagramas de esforços modificados pela análise 
linear com redistribuição de momentos. Tais situações são conhe-
cidas como casos de redistribuição parcial de momentos, confor-
me destacado por Lopes et al. [4]. 
A verificação explícita da capacidade de rotação plástica pode 
ser realizada pelo emprego de análise plástica ou de análise não-
linear. Entretanto, a análise plástica limita-se a estruturas relativa-
mente simples, pelo fato de ser impraticável a determinação dos 
mecanismos de colapso em sistemas diversas vezes hiperestáti-
cos (como pórticos espaciais) frente às diversas combinações de 
ações que devem ser consideradas. Em estruturas de geometria 
mais complexa e submetidas a diferentes combinações de carre-
gamentos, o emprego da análise não-linear para a comprovação 
da capacidade de rotação plástica torna-se mais viável.
Apesar dos avanços da análise não-linear das estruturas e dos 
recursos computacionais disponíveis, os profissionais ainda en-
contram dificuldades para empregar modelos mecânicos mais so-
fisticados na prática do projeto estrutural. Tais dificuldades estão 
associadas ao maior tempo gasto nas análises não-lineares, ao 
grande número de parâmetros que podem ser requeridos pelos 
modelos constitutivos ou pela dificuldade de obtenção desses pa-
râmetros em ensaios de caracterização dos materiais estruturais.
É importante que os modelos mecânicos utilizados em projeto se-
jam consistentes e simples, considerando apenas parâmetros es-
senciais e que sejam capazes de garantir a segurança frente aos 
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de Alva [17] e Araújo [18] podem ser encontrados comparações 
com resultados experimentais de diversas estruturas de concreto 
armado (vigas, pórticos, ligações viga-pilar e pórticos com liga-
ções pré-moldadas semi-rígidas) que confirmam a validação da 
aplicabilidade do modelo de dissipação concentrada.
Por fim, são apresentados alguns exemplos numéricos de aplica-
ções em projeto nos quais os efeitos da não-linearidade física são 
importantes. Os exemplos tratam do dimensionamento de vigas 
contínuas em modelo de pórtico reduzido (ações verticais) e na 
análise estrutural de pórticos planos (ações verticais e horizon-
tais). Algumas evidências do potencial do modelo em aplicações 
de projeto foram apresentadas em Alva [19]. Neste trabalho, dis-
cutem-se com mais profundidade os resultados obtidos a partir da 
análise não-linear com procedimentos e outros tipos de análise 
estrutural permitidos pela NBR 6118.

2. Modelos de dissipação concentrada

Os primeiros modelos de dissipação concentrada foram propostos 
por Giberson [20] e Otani [21] e consistiam em elementos de barra 
elástico-lineares com molas de rotação inelásticas nas extremidades. 
Melhorias para tais modelos foram propostas nos trabalhos de Solei-
mani, Popov e Bertero [22] e Filippou e Issa [23] para levar em conta 
o aumento do comprimento da zona inelástica ao longo do elemen-
to. Posteriormente, surgiram os modelos baseados na Mecânica do 
Dano. 
O modelo de dissipação concentrada abordado neste trabalho de-
riva dos modelos originalmente propostos por Flórez-López [24], 
Cipollina e Flórez-López [25], Cipollina, López-Inojosa e Flórez-
López [26] e Flórez-López [27]. Os referidos modelos consideram 
que a dissipação de energia em elementos de concreto armado 
se deve tanto à danificação do concreto quanto à plastificação da 
armadura longitudinal de tração. Admite-se, como simplificação, 
que tal dissipação se encontra concentrada em rótulas plásticas 
de comprimento nulo, mantendo o comportamento elástico no 
restante da barra. Assim, a não-linearidade do comportamento 
estrutural – decorrente da dissipação de energia localizada nas 
rótulas – é representada por duas variáveis escalares, a saber: (i) 
variáveis adimensionais de dano nas extremidades do elemento 
(di e dj), associadas com a densidade das microfissuras difusas 
no concreto, com valores compreendidos entre 0 e 1; (ii) rotações 
plásticas nas extremidades, decorrentes das deformações perma-
nentes após o escoamento das armaduras. 
A matriz de rigidez de um elemento de barra com seis graus de 
liberdade (figura 1), considerando as variáveis de dano nas ex-
tremidades (di e dj), é apresentada em Álvares [15], conforme a 
Equação (1). 

Estados Limites Últimos. Evidentemente, esses modelos devem 
ser validados em comparação com resultados experimentais, es-
pecialmente quando o comportamento estrutural envolver a não-
linearidade física.

1.2	 Justificativa	para	a	utilização	de	modelos	
 de dissipação concentrada

O modelo abordado neste trabalho insere-se no grupo conhecido 
como modelos de dissipação concentrada, pois consideram que 
os processos de dissipação de energia (danificação e plastifica-
ção dos materiais) responsáveis pela resposta não-linear ocorrem 
em zonas previamente definidas, que se localizam nas extremi-
dades de um elemento finito de barra. Os modelos de dissipação 
concentrada encontram base na Mecânica do Dano, a qual tem 
se destacado na simulação de respostas numéricas de diversos 
materiais - especialmente do concreto - permitindo a quantificação 
do processo de deterioração decorrente da formação de fissuras 
no comportamento mecânico macroscópico do material e da es-
trutura. Na Mecânica do Dano, as leis constitutivas são escritas 
em função de uma variável de dano, a qual tem correspondência 
com a redução das propriedades de rigidez e de resistência dos 
materiais.
O trabalho pioneiro que introduziu o conceito de Dano Contínuo foi 
elaborado por Kachanov [5], o qual se propôs a descrever o efeito 
da deterioração coletiva por meio de uma variável escalar, repre-
sentando um processo inerentemente discreto por uma variável 
de dano contínua. O interesse inicial do trabalho de Kachanov [5] 
foi a ruptura frágil por fluência em metais solicitados uniaxialmente 
à tração. Posteriormente, destacaram-se modelos aplicáveis ao 
concreto, como os propostos por Mazars [6] e por La Borderie, 
Pijaudier-Cabot e Mazars [7]. 
Nos últimos anos, diversas pesquisas têm sido desenvolvidas na 
Escola de Engenharia de São Carlos (EESC-USP) a respeito da 
formulação e aplicação de modelos baseados na Mecânica do 
Dano [8-13]. Especificamente sobre os modelos de dissipação 
concentrada podem ser citados os trabalhos de Álvares [14-15], 
Pituba [16], Alva [17] e Araújo [18].
Uma das principais vantagens do modelo de dissipação concen-
trada abordado neste trabalho reside nas facilidades associadas 
aos parâmetros de entrada requeridos pelo modelo constitutivo: 
poucos e familiares aos engenheiros estruturais, podendo ser bem 
estimados a partir do cálculo usual das seções armadas. Além dis-
so, o pequeno número de graus de liberdade do elemento finito 
utilizado pelo modelo reduz o custo computacional do processa-
mento, tornando atrativa a sua aplicação na análise de estruturas 
reticuladas de concreto. 
As boas correlações com diversos resultados experimentais obser-
vados em diversas pesquisas acadêmicas fornecem bons indícios 
sobre o potencial do modelo teórico em questão para  aplicações 
em verificações de projeto associadas ao Estado Limite Último.

1.3 Objetivos do trabalho

Inicialmente são apresentados, de forma breve, os principais 
conceitos do modelo de dissipação concentrada e os principais 
parâmetros requeridos pelo modelo constitutivo. Na seqüência, 
confrontam-se alguns resultados experimentais com a resposta 
numérica fornecida pelo modelo teórico utilizado. Nos trabalhos 
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onde:

EI é o produto de rigidez à flexão;
A é a área da seção transversal da barra;
L é o comprimento da barra.

A figura 2 ilustra, a partir da curva momento-rotação de uma se-
ção de concreto armado, os principais parâmetros de entrada 
do modelo constitutivo em questão. Em situação de projeto, tais 
parâmetros podem ser obtidos com o cálculo clássico de seções 
armadas e com as hipóteses usuais do Estado Limite Último para 
solicitações normais. 
Para o cálculo da rotação plástica última, pode-se utilizar as cur-
vas apresentadas pela NBR 6118 em seu item 14.6.5 para a ob-
tenção da capacidade de rotação de rótulas plásticas ou pode-se 
utilizar a expressão simplificada da Equação (6). Entretanto, cabe 
frisar que a capacidade de rotação plástica de elementos de con-
creto armado sofre a influência de diversos fatores, a saber: das 
propriedades de aderência entre aço-concreto, da resistência e 
ductilidade dos aços das armaduras, das propriedades mecânicas 
do concreto à tração e à compressão, do efeito da força cortante, 
forma da seção trasnversal, da esbeltez e tamanho da peça, den-
tre outros. O cálculo rigoroso da capacidade de rotação plástica 
torna-se, dessa forma, uma tarefa mais complexa. Diversos traba-
lhos experimentais e teóricos relacionados com a capacidade de 
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rotação plástica podem ser citados, entre eles os de Dilger [28], 
Bachmann [29], Langer [30], Hillerborg [31, 32], Kreller [33], Lon-
gfei [34] e Sigrist [35].
A dissipação decorrente dos processos de evolução da danifica-
ção e das deformações plásticas atendem aos princípios da ter-
modinâmica dos sólidos. Detalhes sobre o procedimento de iden-
tificação das leis de evolução das variáveis de dano e plasticidade 
podem ser encontrados nos trabalhos anteriormente mencionados 
[18, 25 e 26].
A fim de aprimorar a resposta numérica do modelo teórico, foram 
propostas no trabalho de Alva [17] modificações nas leis de evolu-
ção das variáveis de dano, criando-se o parâmetro adimensional 
(γ). Essa constante depende do tipo de elemento estrutural e mos-
trou ser bastante influenciada pela taxa de armadura longitudinal 
de tração em diversas análises com resultados experimentais. A 
função limite proposta em Alva [17] para a evolução da danificação 
é dada pela Equação (2):

onde:
G é o momento termodinâmico, dado por 

2

d1
M

S2
1G 







−
=  

M é o momento fletor atuante na extremidade do elemento;

  

Mr é o momento de fissuração da seção;

γ é o parâmetro introduzido ao modelo simplificado. 

Deve-se notar que, quanto maior o valor de γ, maior a evolução 
do dano. O valor de γ deve ser escolhido de modo a representar 
com mais eficácia a resposta experimental observada no elemen-
to estrutural. Assim, o adimensional γ não é um parâmetro livre. 
Para a situação de projeto estrutural, sugere-se que o valor de γ 
escolhido baseie-se na taxa de armadura longitudinal de tração, 
segundo o confronto de resultados numéricos e experimentais do 
item 3 deste trabalho. 
A função limite que controla a evolução das rotações plásticas não 
foi modificada e é apresentada pela Equação (3).

onde:
α é uma constante do elemento que varia entre 0 e 1, sendo ob-
tida experimentalmente. Para elementos de concreto armado em 
geral, recomenda-se o valor de 0,8;
θp é a rotação plástica na rótula;
p é o valor absoluto da máxima rotação plástica atingida pela rótu-
la durante toda a história de carregamento. 
As constantes c, My, e q caracterizam o elemento estrutural e são 
calculadas, sem grandes dificuldades, por meio da resolução do 
seguinte sistema de equações não-lineares:

Com base nas leis de evolução da plastificação e do dano, pode-
se deduzir as expressões dos incrementos das variáveis de dano 
e das rotações plásticas:

onde

As leis de evolução da plastificação, assim como as leis de evolução 
do dano, devem ser aplicadas de forma independente para as ações 
positivas e as negativas nas duas extremidades do elemento.
É importante destacar que o modelo abordado foi desenvolvido 
para elementos de viga, mas também será aplicado a elementos 
de pilar neste trabalho, admitindo-se que estes estejam subme-
tidos predominantemente à flexão e que o nível de esforço axial 
seja pequeno. No caso de elementos submetidos a forças normais 
significativas, estudos posteriores são necessários para avaliar a 
perda de rigidez axial e de flexão (com base em diagramas mo-
mento-normal-curvatura, ou a partir da integração das tensões no 
concreto e nas armaduras ao longo da seção), de forma a tornar 
mais geral o emprego do modelo de dissipação concentrada em 
estruturas de concreto.

3. resultados experimentais e teóricos

A fim de validar o modelo teórico, devem-se confrontar os resulta-
dos fornecidos pelo modelo de dissipação concentrada com resul-
tados experimentais obtidos de ensaios em estruturas de concreto 



169IBRACON Structures and Materials Journal • 2010 • vol. 3  • nº 2

G. M. S. ALVA  |  A. L. H. C. EL DEBS  |  J. KAMINSKI Jr.

armado. Diversas comparações entre resultados teóricos e ex-
perimentais podem ser encontrados nos trabalhos de Cipollina e 
Flórez-López [25], Flórez-López [27] e Picón e Flórez-López [36], 
envolvendo inclusive o caso de carregamento cíclico. Posterior-
mente, nas teses de doutoramento de Alva [17] e de Araújo [18] fo-
ram propostos alguns aprimoramentos nos modelos de dissipação 
concentradas originais com o objetivo de reproduzir com mais fi-
delidade a resposta numérica quando comparada à experimental.
As funções limites do modelo foram implementadas em progra-
ma computacional desenvolvido em linguagem FORTRAN para a 
análise não-linear de pórticos planos, empregando procedimento 
incremental-iterativo com controle de forças ou com controle de 
deslocamentos, conforme conveniência da análise e ou em função 
da resposta prevista para a estrutura. Para a solução numérica do 
problema não-linear, empregou-se o procedimento incremental-

iterativo de Newton-Raphson Padrão, no qual a matriz de rigidez 
tangente é atualizada a cada iteração. Foram utilizados dois cri-
térios de convergência: o que envolve a norma do vetor resíduo 
(forças) e o que envolve a norma da variação dos deslocamentos 
nodais da iteração. 
Apresentam-se nas figuras 3 a 5 o confronto entre os resultados nu-
méricos do modelo de dissipação concentrada e os resultados ex-
perimentais de vigas de concreto armado simplesmente apoiadas 
ensaiadas por Álvares [14]. Foram ensaiadas vigas com três taxas 
diferentes de armaduras longitudinais de tração (vigas pouco arma-
da, normalmente armada e superarmada) a fim de avaliar a influência 
da quantidade de armadura sobre a resposta do modelo teórico. 
Observa-se pelas figuras 3 à 5 que o modelo consegue reproduzir de 
forma satisfatória o comportamento não-linear observado na curva 
força-deslocamento, especialmente para carregamentos próximos 
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da ruptura da viga. O modelo numérico também permite uma boa 
previsão da carga de ruptura (ou carregamento máximo) da viga.
As figuras 3 a 5 e resultados experimentais não apresentados nes-
te trabalho indicam que o valor do parâmetro adimensional γ que 
melhor se ajusta às curvas experimentais cresce com a diminuição 
da quantidade de armadura longitudinal dos elementos. No caso 
das vigas, quanto menor a quantidade de armadura longitudinal 
de tração, maior o valor do coeficiente adimensional γ - conseqü-
ência da maior deterioração mecânica da viga de concreto.
Na figura 6 são apresentados os resultados do modelo numérico 
e os resultados experimentais encontrados em Vecchio e Emara 
[37] referentes a um pórtico de concreto armado com dois lan-
ces de altura e um lance de vão na horizontal. O carregamento 
consistiu na aplicação de forças verticais axiais de 700 kN nos 
pilares para simular o efeito das ações gravitacionais e de uma 

força F horizontal na direção do eixo da viga superior, medindo-se 
o deslocamento horizontal do pórtico. Maiores detalhes sobre os 
ensaios podem ser encontrados em Vecchio e Emara [37].
Nas simulações numéricas, empregou-se o mesmo valor do parâmetro 
adimensional γ para vigas e pilares: γ = 2,0 em uma primeira simulação 
e γ = 3,0 em uma segunda simulação. Estes valores foram escolhidos 
pelo fato de as vigas do pórtico de Vecchio e Emara [37] apresenta-
rem taxas de armadura de tração próximas das vigas normalmente 
armadas de Álvares [14], para as quais os valores de γ = 2,0 e γ = 
3,0 conduziram a resultados teóricos próximos da curva experimental 
força-deslocamento. A comparação entre as curvas força-deslocamen-
to do modelo teórico com a curva experimental indica que o modelo 
de dissipação concentrada consegue reproduzir aproximadamente o 
comportamento não-linear da estrutura, além de prever satisfatoria-
mente o carregamento máximo resistido pela estrutura.
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Vale salientar que todos os parâmetros do modelo numérico foram 
calculados a partir dos valores médios de resistência e de defor-
mabilidade dos materiais estruturais, uma vez que o objetivo foi o 
confronto com resultados experimentais. 

4. Aplicação em procedimentos  
 de projeto

Para as simulações numéricas apresentadas nos exemplos 1 e 
2 deste trabalho, as análises não-lineares foram realizadas com 
controle de força, em procedimento incremental-iterativo (Newton-
Raphson Padrão). O carregamento foi dividido em 20 incrementos 
iguais. A tolerancia estipulada, tanto para o critério de desloca-
mentos quanto para o critério de resíduo de forças, foi de 10-4. Nos 
dois exemplos desenvolvidos, o tempo de processamento não su-
perou 10s, executados em computador com processador Pentium 
IV 1800 MHz.

4.1 Exemplo 1

Neste exemplo emprega-se o modelo de dissipação concentra-
da em verificação do Estado Limite Último (solicitações normais), 
especificamente com relação às armaduras longitudinais neces-
sárias para as solicitações de momento fletor. O exemplo trata de 

uma viga contínua submetida a ações verticais e suportada por 
três pilares (figuras 7 e 8). Neste caso específico, supõe-se que as 
ações horizontais de vento e de desaprumo sejam desprezíveis, 
o que justifica o emprego do modelo de pórtico reduzido da figu-
ra 7, admitindo um pé-direito estrutural de 2,80m. Supõe-se que, 
para a combinação mais crítica do Estado Limite Último, a viga 
estará submetida a uma ação vertical de cálculo de 60 kN/m. A 
viga possui seção transversal retangular 20cm x 50cm e altura útil 
de 46cm. Os pilares de extremidade possuem seção retangular 
20cm x 40cm (com flexão no eixo de maior inércia) e o pilar central 
seção retangular quadrada 40cm x 40cm. Foram empregados os 
mesmos materiais para a viga e para os pilares: concreto C25 e 
aço CA-50 para as armaduras longitudinais.
Com os momentos fletores determinados a partir de análise linear 
elástica (figura 8), foram dimensionadas as armaduras longitudi-
nais das vigas nas seções de momento negativo (apoios) e nas 
seções de momento positivo no Estado Limite Último. Com o dia-
grama de momentos fletores da análise elástico-linear, foi determi-
nada também a posição das rótulas do modelo (figura 9), definidas 
a partir das seções de momento máximo. 
Na análise linear (com ou sem redistribuição de esforços), o di-
mensionamento das armaduras nas regiões dos apoios deve res-
peitar as condições de ductilidade, apresentadas no item 14.6.4.3 
da NBR 6118. Para concretos com fck menores que 35 MPa, a 
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relação entre a profundidade da linha neutra e a altura útil (x/d) 
deve ser menor que 0,5. Verificando a condição de ductilidade nos 
apoios, tem-se:

Portanto, o dimensionamento atende à condição de ductilidade. Para 
os pilares foram adotadas armaduras simétricas conforme a figura 
10, as quais foram mantidas constantes em todas as análises.
Com as armaduras calculadas, é possível definir todos os parâ-
metros de entrada do modelo, os quais foram determinados com 
o cálculo clássico de seções armadas, incluindo as hipóteses do 
Estado Limite Último para solicitações normais segundo a NBR 
6118. Foram utilizados os valores de cálculo do Estado Limite Últi-
mo para as resistências dos materiais aço e concreto. Assim, nos 
parâmetros de entrada do modelo numérico, já estão embutidos 
os coeficientes de ponderação das resistências do aço e do con-
creto. A tabela 1 contém os parâmetros do modelo, obtidos pelo 
cálculo usual de seções armadas.
As rotações plásticas últimas das seções foram calculadas por 
meio de procedimento simplificado, conforme recomendado em 
Ibracon [38]: 

onde 
Lp é o comprimento plástico equivalente, o qual pode ser assumido 
igual a d;
εcu é a deformação na fibra mais comprimida do concreto para o 
momento último Mu;
εcp é a deformação na fibra mais comprimida do concreto no início 
do escoamento das armaduras tracionadas (para o momento Mp);
xu é a profundidade da linha neutra para o momento último Mu;
xp é a profundidade da linha neutra para o momento de plastifica-
ção Mp.

Com as armaduras inicialmente calculadas a partir de uma análise 
elástico-linear, deseja-se avaliar qual o máximo carregamento verti-
cal que pode ser aplicado à viga para que a mesma atinja o Estado 
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Limite Último, empregando-se agora uma análise não-linear (mode-
lo de dissipação concentrada). Esta avaliação permitirá explorar a 
reserva de resistência da estrutura dimensionada com análise linear 
elástica, respeitando-se ainda a capacidade de rotação plástica das 
seções. Aplicou-se um carregamento crescente uniformemente dis-
tribuído (processo incremental-iterativo) até que a rotação plástica 
calculada pelo modelo numérico atingisse a capacidade de rotação 
plástica em alguma das seções da estrutura. Assim, o carregamen-
to máximo resistido pela estrutura com o modelo de dissipação con-
centrada foi de 62,62kN/m, sendo a seção da viga do apoio central 
a primeira a alcançar a sua capacidade de rotação plástica. 
Com base na carga vertical máxima que pode ser suportada pela 
estrutura e na comparação dos resultados dos dois tipos de análi-
se (tabela 2), percebe-se que, de fato, a estrutura possui uma re-
serva de resistência além da necessária para suportar a ação uni-
formemente distribuída da combinação última (60kN/m). Ou seja, 
para este valor de ação, ainda não foram atingidos os momentos 
resistentes das seções e tampouco a  capacidade de rotação plás-
tica das mesmas.
Com o objetivo de reduzir o consumo de aço, pode-se testar seções 
com áreas de armaduras menores que as calculadas com a análise 
elástica linear na região dos apoios, até que a carga vertical máxima 

obtida pelo modelo seja aproximadamente igual à carga vertical de 
projeto. Ou seja, com o emprego do modelo de dissipação concen-
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trada, pode-se encontrar armaduras para a viga que permitam à es-
trutura suportar as cargas verticais da combinação última (60 kN/m) 
respeitando-se a capacidade de rotação plástica das seções. A título 
de exemplo, reduziu-se de 8,34 cm2 para 7,10 cm2 a área de arma-
dura das seções de extremidade da viga e de 12,17 cm2 para 10,80 
cm2 a área de armadura do apoio central, aumentando-se a área de 
armadura positiva de 5,43 cm2 para 6,00 cm2 (figura 11) em virtude 
da redistribuição de momentos. A tabela 3 contém os valores dos pa-
râmetros do modelo para as novas áreas de armadura. 
Novamente, aplicando à viga um carregamento crescente em 
procedimento incremental-iterativo implementado em programa 

computacional, chega-se a uma carga vertical máxima de 60,36 
kN/m (figura 12), sendo a seção da viga do apoio central a primei-
ra a atingir a capacidade de rotação plástica. Logo, as armaduras 
escolhidas para a viga permitem à estrutura resistir às ações de 
cálculo do Estado Limite Último e atendem às condições de duc-
tilidade. Em relação à análise elástico-linear, o dimensionamento 
da viga com a aplicação do modelo de dissipação concentrada 
(análise não-linear) resultou em uma redução de 15% de área das 
armaduras negativas do apoio de extremidade e de 11% de área 
das armaduras negativas do apoio central. Na tabela 4 são apre-
sentados os resultados da análise para a combinação última. 
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Uma das vantagens da análise não-linear com o modelo de dissi-
pação concentrada em relação à análise linear com redistribuição 

é que a redução dos momentos negativos ocorre naturalmente em 
função da perda de rigidez das seções – mensuradas por meio das 
variáveis de dano - e em função das rotações plásticas capturadas 
pelo modelo. Logo, o modelo numérico não requer uma imposição 
arbitrária do coeficiente de redistribuição, evitando-se assim o risco 
de introduzir uma redistribuição de momentos discrepante ou ale-
atória. Além disso, a aplicação do modelo numérico possibilita ao 
projetista maior controle da ductilidade dos elementos estruturais, 
uma vez que o modelo requer a avaliação da capacidade de rotação 
plástica das seções mais solicitadas como parâmetro de entrada.

4.2 Exemplo 2

Neste exemplo procura-se simular uma situação típica no projeto 
de edifícios de múltiplos pavimentos, onde a consideração da não-
linearidade física é necessária para a análise do comportamen-
to global do edifício, em particular para a avaliação dos esforços 
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globais de segunda ordem. A estrutura em questão consiste em 
um pórtico plano submetido a ações verticais (permanentes e so-
brecarga de uso) e horizontais (ações do vento), escolhendo-se 
o vento como a ação variável principal na combinação última de 
ações analisada. Embora se trate de uma estrutura com geome-
tria muito simples (figura 13), o intuito deste exemplo é fornecer 
uma noção quantitativa dos resultados fornecidos pelo modelo 
para este tipo de verificação, comparando-os com os resultados 
obtidos por meio de procedimentos recomendados pela NBR 6118 
para a consideração aproximada da não-linearidade física.
As seções e as armaduras dos elementos estruturais foram pré-
dimensionadas a partir de uma análise elástica linear preliminar. 
Por simplicidade, admitiram-se para os pilares armaduras longitu-
dinais concentradas em duas bordas (figura 14) e mesma seção 
transversal em toda a altura do pórtico.
Com as seções e armaduras pré-definidas, foi possível determi-
nar os parâmetros do modelo de dissipação concentrada para o 
emprego da análise não-linear. Foram utilizados nas simulações 

numéricas γ = 2,0 e γ = 3,0 - iguais tanto para vigas quanto para 
pilares - tendo em vista as boas correlações com os resultados 
experimentais apresentados anteriormente.
Para este exemplo, foram aplicados três tipos de análise:
n	Análise elástico-linear, sem qualquer redução de inércia 
 de seções; 
n	Análise simplificada para considerar a não-linearidade 
 física prescrita pela NBR 6118, empregando uma rigidez à 
 flexão reduzida de 0,7.Eci.Ic para vigas e pilares;
n	Análise não-linear (física) com o emprego do modelo de 
 dissipação concentrada.
Na combinação de ações analisada, os efeitos de segunda ordem 
globais não foram considerados, uma vez que as comparações 
deste trabalho visam a não-linearidade física. Entretanto, cabe 
ressaltar que, em uma situação real de projeto, os efeitos de se-
gunda ordem devem ser considerados.
Na figura 15 estão indicados os valores das variáveis de dano 
dos elementos estruturais resultantes da análise não-linear. Cabe 
salientar que o modelo não captura a perda de rigidez nos elemen-
tos em que o nível de esforço normal é elevado, como nos pilares 
inferiores do pórtico.
Em relação aos deslocamentos (figura 16), o modelo de dissipa-
ção concentrada conduziu a valores muito próximos dos obtidos 
com a análise simplificada proposta pela NBR 6118.
Entretanto, ainda que sejam pequenas as diferenças entre os 
deslocamentos fornecidos por uma análise não-linear e por uma 
análise simplificada com redução global de rigidez, as diferenças 
podem ser relevantes em termos de esforços solicitantes. Tais di-
ferenças podem ser percebidas, por exemplo, no gráfico dos mo-
mentos negativos máximos nas extremidades das vigas ao longo 
dos pavimentos, conforme a figura 17.
A diminuição da rigidez à flexão dos elementos - avaliada pelo 
modelo teórico por meio da variável de dano nas extremidades 
– produz uma redistribuição de esforços na estrutura. Essa redis-
tribuição é evidenciada na figura 17 pela alteração (redução) dos 
momentos fletores nas seções críticas em relação aos momentos 
previstos pela análise linear elástica. Neste exemplo em particular, 
observou-se uma redução de momentos solicitantes em torno de 
15% para as vigas mais próximas das fundações.
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A partir desta etapa, novas soluções poderiam ser propostas pelo pro-
jetista, que pode interferir diretamente no arranjo e na quantidade de ar-
maduras visando economia no consumo das armaduras, especialmente 
nas armaduras de momentos negativos das vigas mais solicitadas. 
Com relação aos pilares, as diferenças entre o modelo simplifi-
cado da NBR 6118 e o modelo de dissipação concentrada foram 
menores que as observadas nas vigas (figura 18). Entretanto, vale 
destacar que a maior perda de rigidez das vigas em relação aos 
pilares traz como conseqüência maiores solicitações por momen-
tos nas seções dos pilares mais próximos às fundações. Neste 
exemplo, os momentos nessas seções obtidos pela análise não-
linear foram cerca de 10% maiores que os momentos obtidos com 
o procedimento simplificado proposto pela NBR 6118.

5. Conclusões

Este trabalho trata da investigação do emprego de modelos constituti-
vos de dano, especificamente os modelos de dissipação concentrada, 
em análise não-linear das estruturas reticuladas planas de concreto 
armado. Os resultados apresentados mostram o potencial do modelo 
numérico para aplicações em procedimentos de projeto, especialmen-
te em situações que corresponderiam ao Estado Limite Último. 
Embora seja um modelo simples, considera a não-linearidade fí-
sica de forma mais consistente que a simplificação da NBR 6118, 
uma vez que a penalização (perda) de rigidez é feita em função 
dos esforços atuantes. Os parâmetros de entrada requeridos 
pelo modelo, embora poucos, possuem significado físico claro à 
maioria dos engenheiros estruturais e que levam em conta fatores 
importantes em análises não-lineares de estruturas de concreto, 
como taxas de armaduras e parâmetros associados à ductilidade 
– como a capacidade de rotação plástica das seções. A utilização 
do modelo abordado para análise não-linear apresenta vantagens 
em relação à análise linear com redistribuição, permitindo ao pro-
jetista maior controle sobre a ductilidade da estrutura. 
Destaca-se que o modelo abordado neste trabalho, embora tenha 
sido desenvolvido para elementos de viga, também foi aplicado 
aos pilares nos exemplos numéricos, supondo-se que estes es-
tivessem predominantemente submetidos à flexão. No caso de 
elementos submetidos a esforços normais significativos, estudos 
posteriores são necessários para avaliar a perda de rigidez, con-
siderando a interação entre esforço axial e momentos fletores, de 
forma a tornar mais geral o modelo de dissipação concentrada em 
estruturas de concreto. 
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