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Abstract  

Resumo

Due to the development in structural analysis studies, optimization techniques have become part in the design of reinforced concrete structures. 
Making it possible to design structures with optimized cross-sections. Thus, the present study aims to implement optimization techniques, using 
the Solver tool, to design procedure of reinforced concrete beams following the precepts of Brazilian Standard ABNT NBR 6118:2014. Focusing to 
minimize the cost of reinforced concrete beams, where the design variables are the height and width of the beam cross-section and the constraints 
are imposed by the relevant technical standards and design variables limitations.

Keywords: structural optimization, beams, reinforced concrete.

Com os avanços nos estudos de análise estrutural, técnicas de otimização passaram a fazer parte do dimensionamento das estruturas de concreto 
armado. Por meio de tais técnicas, é possível conceber estruturas com seções otimizadas. Assim, o presente estudo tem por objetivo implementar 
técnicas de otimização, utilizando a ferramenta Solver, ao processo de dimensionamento de vigas de concreto armado, seguindo os preceitos da 
Norma Brasileira ABNT NBR 6118:2014. Será minimizado o custo das vigas de concreto armado, onde as variáveis de projeto são a altura e a base 
da seção transversal da viga e as restrições são imposições das normas técnicas pertinentes e limitações das variáveis de projeto. 

Palavras-chave: otimização estrutural, vigas, concreto armado. 
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1. Introdução

A indústria da construção civil é de grande importância no contexto 
do desenvolvimento sustentável, não apenas pela sua contribui-
ção para a economia como também pelos seus grandes impactos 
ambientais e sociais. Construir de um modo sustentável consiste 
em minimizar o consumo de recursos naturais e maximizar a sua 
reutilização. Neste sentido um diferencial competitivo para as em-
presas desse setor é diminuir o consumo de material utilizado nas 
construções. Por isso as empresas do setor vêm investindo cons-
tantemente em novas técnicas de minimização de desperdícios e, 
consequentemente, do custo total da obra [1]. Nos últimos anos, 
devido ao grande desenvolvimento computacional, podem-se anali-
sar estruturas complexas através de softwares de cálculo estrutural, 
tornando o dimensionamento das estruturas mais econômico [2]. 
De modo geral, o dimensionamento convencional de estruturas em 
concreto armado é um processo de tentativa e erro, onde as di-
mensões dos elementos estruturais são estimadas e adotadas caso 
os critérios de segurança e serviço sejam atendidos. Esse procedi-
mento nem sempre levará à melhor solução econômica e estrutural.
Sendo muitas as soluções possíveis, a escolha da mais adequada 
pode ser determinada com a implementação de técnicas matemáticas 
de otimização. Atualmente, existem várias ferramentas de análise e di-
mensionamento de estruturas, mas não é comum a incorporação de 
módulos de otimização no projeto de estruturas de concreto armado.
A otimização matemática pode ser utilizada como uma ferramenta 
de auxílio ao projetista nas tomadas de decisões, desde a definição 
do pré-dimensionamento dos elementos estruturais até seu dimen-
sionamento final, eliminando o procedimento de tentativa e erro e, 
consequentemente, diminuindo o tempo de elaboração de projetos.
Existem diversos softwares com recursos destinados a resolver 
problemas de otimização, tais como MATLAB, Octave, Dakota, 
Scilab, Solver, entre outros. 
Diversos estudos [3-6] de otimização de vigas de concreto armado 
utilizaram o MATLAB, enquanto outras pesquisas [7-12] utilizaram 
o Solver. As vantagens do Solver em relação a outros softwares, 
como o MATLAB, são a facilidade de uso e a dispensa de conhe-
cimentos específicos de programação. Além do mais, o Solver é 
empregado na planilha de cálculos do Microsoft Excel, sendo esta 
uma ferramenta bastante utilizada na engenharia. 
Os estudos [7-12] de otimização de vigas de concreto armado com 
o Solver, normalmente, buscam determinar parâmetros da seção 
transversal da viga, visando a minimização dos custos submetidos 
as restrições das normas técnicas pertinentes. 
Maia [7], em seu estudo de otimização, obteve a altura da viga e o 
fator de redução do momento fletor negativo que minimizassem os 
custos. Através do estudo de vários exemplos, o autor comprovou 
a eficiência da otimização por meio do Solver.
Kripka e Pagnussat [8] determinaram a altura ótima da viga que 
minimizasse os custos, levando em consideração as armaduras 
transversais, e foi verificado que a altura ótima é próxima da es-
timativa usual de projeto. Bhalchandra e Adsul [9], ao invés da 
altura, obtiveram a largura, as áreas de aço e o cobrimento da viga 
que minimizassem a quantidade de material, por meio dos méto-
dos dos Algoritmos Genéticos (AG) do MATLAB e do Gradiente 
Reduzido Generalizado (GRG) do Solver, constatando que os AG 
apresentaram os melhores resultados.

Rahmanian, Lucet e Tesfamariam [10], Junior e Oliveira [11] incluí-
ram alguns aspectos na formulação do problema de otimização que 
não foram considerados nos estudos anteriores. Ambos os trabalhos 
consideraram diâmetros comerciais na determinação das áreas de 
aço. Além disso, Rahmanian, Lucet e Tesfamariam [10] adicionaram 
a restrição de limitação de fissuras na otimização de vigas.
Rahmanian, Lucet e Tesfamariam [10] determinaram a altura e a 
área de aço que minimizam os custos da viga, por meio dos AG e 
GRG do Solver, constatando uma melhor eficiência com o GRG. 
Junior e Oliveira [11] obtiveram as dimensões da seção transver-
sal, a resistência do concreto e o diâmetro das armaduras que 
minimizam os custos da viga, concluindo que a altura ótima é pró-
xima da estimativa usual de projeto e que a solução otimizada 
apresenta significativa economia em relação a outras soluções.
Fraga e Kripka [12], diferente dos trabalhos anteriores, obtiveram 
a altura ótima da viga para minimizar os custos financeiros e tam-
bém ambientais. Os custos ambientais estão relacionados ao im-
pacto ambiental que a viga causa no meio ambiente. Foi obtido o 
comportamento da altura ótima devido a variação dos parâmetros 
do problema e foi verificado que o uso de concretos de menor 
resistência reduz os custos financeiros e ambientais. 
É nesse contexto que este trabalho propõe incorporar técnicas 
de otimização, utilizando a ferramenta Solver, ao processo de di-
mensionamento e verificação da capacidade resistente de vigas 
de concreto armado, seguindo os preceitos da Norma Brasileira 
ABNT NBR 6118 – Projeto de estruturas de concreto – Procedi-
mento (2014) [13]. Neste artigo são dimensionadas vigas de con-
creto armado, obtendo seções retangulares otimizadas para situa-
ções com diferentes variações de vãos das vigas, carregamentos 
e classes de resistência característica à compressão do concreto. 
Sendo assim, pretende-se evidenciar a economia obtida com a uti-
lização de técnicas de otimização, comparando as seções trans-
versais otimizadas com o procedimento convencional.

2. Dimensionamento otimizado de vigas 
 de concreto armado

Define-se um problema de otimização de funções como encontrar 
o vetor x de n variáveis de projeto tal que:

(1)

Onde, f (x) é a função objetivo a ser otimizada, x = {x1,x2,…,xn }T 
é um vetor que contém as variáveis de projeto, n é o número de 
variáveis de projeto, hj (x) são as restrições de igualdade, m é o 
número total de restrições de igualdade, gk (x) são as restrições de 
desigualdade, p é o número total de restrições de desigualdade, 
xi

min e xi
max são as restrições laterais. As variáveis de projeto são 

aquelas que se alteram durante o processo de otimização, poden-
do adotar qualquer valor definido no domínio viável de soluções. 
As restrições descrevem situações indesejáveis de projeto, como 
por exemplo, limites de tensões, deslocamentos, aberturas de fis-
suras, entre outras.
Ao transformar o dimensionamento de vigas de concreto armado 
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em um problema matemático de otimização, é possível encontrar 
a solução mais econômica entre várias soluções possíveis. Neste 
trabalho, será minimizado o custo das vigas, onde as variáveis 
de projeto são a altura (h) e a base (b) da seção transversal e as 
restrições são imposições das normas técnicas pertinentes e limi-
tações das variáveis de projeto.
Para a função objetivo, foram considerados os custos unitários do 
aço, das fôrmas e do concreto. Na Tabela 1, são apresentados os 
custos extraídos das tabelas de preço do SINAPI [14] (Sistema 
Nacional de Pesquisa de Custos e Índices da Construção Civil), 
para o estado de Pernambuco e da empresa MASTERMIX da ci-
dade de Caruaru (PE). 
Nos custos do aço (CA), são considerados dois termos: o primeiro 
termo referente ao custo das armaduras longitudinais e o segundo 
termo referente ao custo das armaduras transversais, conforme a 
Eq. (2). Vale ressaltar que os custos das armaduras longitudinais 
são compostos pelos custos das armaduras de tração, compres-
são e de pele.

(2)

Onde, AAl é a área da seção transversal da armadura longitudinal, 
LAl é o comprimento total da armadura longitudinal, ρ é a massa 
específica do aço (7850 kg/m³), PAl é o custo unitário da armadura 
longitudinal (R$/kg), AAt é a área da seção transversal da armadu-
ra transversal, LAt é o comprimento total da armadura transversal, 
nAt é o número de armaduras transversais que a viga contém e PAt 
é o custo unitário da armadura transversal (R$/kg).
O custo das fôrmas (CF) é dado pela Eq. (3), e o custo do concreto 
(CC) é calculado conforme a Eq. (4):

(3)

(4)

Nas quais b e h são a base e altura da seção transversal, respec-
tivamente, Lef é o vão efetivo e PF e PC são os custos unitários das 
fôrmas (R$/m²) e do concreto (R$/m³), respectivamente.
Assim, a função objetivo (C) é dada pela soma dos custos CA,  
CF e CC.
As restrições impostas ao problema estudado são apresentadas 
a seguir:
n De acordo com o item 17.4.2.1 da ABNT NBR 6118:2014 [13], 

a força cortante solicitante de cálculo (Vsd) deve ser menor ou 
igual a força cortante resistente de cálculo à compressão (VRd2):

(5)

n Quando for necessário utilizar mais de uma camada de barras 
na seção transversal da viga, a distância do centro de gravi-
dade das barras (a) ao centro da barra mais afastada deve 
ser menor que 10% da altura (h), conforme o item 17.2.4.1 da 
ABNT NBR 6118:2014 [13]:

(6)

n Em conformidade com o item 17.3.5.2.4 da ABNT NBR 
6118:2014 [13], a soma das armaduras de tração (As) e com-
pressão (As') não deve ter valor maior que 4% da área de con-
creto da seção (Ac):

(7)

n Na verificação do Estado Limite de Deformação Excessiva, de 
acordo com a ABNT NBR 6118:2014 [13], o deslocamento total 
at não deve ultrapassar o valor limite atlim indicado na Tabe-
la 13.3 da referida norma, sendo considerado neste estudo o 
deslocamento limite para aceitabilidade visual:

(8)

n O Estado Limite de Abertura de Fissuras é verificado confor-
me o item 17.3.3.2 da ABNT NBR 6118:2014 [13]. O tamanho 
das aberturas de fissuras (w) deve respeitar o valor limite wlim 
estipulado pela norma (0,3 mm para a Classe de Agressivida-
de Ambiental II):

(9)

n As variáveis de projeto, altura (h) e base (b), devem ser um 
número inteiro com as seguintes restrições laterais:

(10)

(11)

(12)

(13)

Com as definições das variáveis de projeto, da função objetivo e 
das restrições, o problema pode ser matematicamente descrito da 
seguinte forma:

(14)

Assim, o problema de otimização consiste em encontrar a base (b) 
e a altura (h) da seção transversal da viga para minimizar o custo 
(C), respeitando as restrições impostas.

Tabela 1
Custos unitários do concreto, aço e fôrmas

Concreto

Fonte Tipo Preço 
(R$/m³)

94964 – SINAPI 12/2016 C20 258,97
94965 – SINAPI 12/2016 C25 252,39
94966 – SINAPI 12/2016 C30 260,52
MASTERMIX/CARUARU C35 298,00
94968 – SINAPI 12/2016 C40 299,64

Aço CA-50

Fonte Bitola (mm) Preço 
(R$/kg)

– 5 9,47
92760 – SINAPI 12/2016 6,3 9,47
92761 – SINAPI 12/2016 8 9,14
92762 – SINAPI 12/2016 10 7,43
92763 – SINAPI 12/2016 12,5 6,17
92764 – SINAPI 12/2016 16 4,85

Fôrmas

Fonte Preço 
(R$/m²)

92446 – SINAPI 12/2016 119,03
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As etapas do dimensionamento otimizado se encontram na Figura 
1. Com uma solução inicial (b e h), determinam-se os parâmetros 
necessários para calcular a função objetivo e as restrições (Eq. 
(14)). Na sequência, é verificado se a solução ótima foi encontra-
da. Caso sim, o processo finaliza, caso contrário, modifica-se a 
solução, repetindo o processo até convergir para a solução ótima. 
As áreas de aço são determinadas pelo dimensionamento ao mo-
mento fletor e ao esforço cortante, garantindo que os esforços resis-
tentes sejam maiores ou iguais aos esforços solicitantes na seção 
transversal da viga. As etapas do dimensionamento serão descritas 
a seguir. Primeiramente, com os dados de entrada, são calculados o 
vão efetivo, o carregamento e o módulo de elasticidade longitudinal 
do concreto. Em seguida, são determinados os esforços solicitantes 
na viga. Com tais esforços, é feito o dimensionamento ao momento 
fletor e ao esforço cortante, determinando as áreas de aço. Poste-
riormente, realiza-se o detalhamento das armaduras transversais 
e longitudinais. Na sequência, determinam-se os parâmetros para 
a verificação dos Estados Limites de Serviço (ELS): Deformações 
Excessivas e Aberturas de Fissuras. Por fim, determina-se a arma-

dura de pele (quando necessário) e define-se a ancoragem. Estas 
etapas se encontram esquematizadas na Figura 1.
Vale ressaltar que para o dimensionamento otimizado realizado 
neste trabalho, foram adotadas as seguintes considerações:
n Foi considerada a possibilidade de armadura dupla, quando 

necessário, no dimensionamento ao momento fletor;
n Como mencionado anteriormente, caso seja necessário, foi con-

siderada a possibilidade de utilização de armadura de pele, sen-
do adotado o diâmetro de 6,3 mm para esse tipo de armadura;

n No detalhamento das armaduras transversais (estribos) foram 
considerados diâmetros comerciais de até 12,5 mm para o aço 
CA-50. A escolha do diâmetro e do espaçamento é feita de 
forma a se aproximar o máximo possível da área de aço cal-
culada, respeitando as imposições da ABNT NBR 6118:2014 
[13]. Considera-se a distribuição dos estribos ao longo do vão, 
sendo detalhadas as regiões dos apoios e trecho central (com 
armadura transversal mínima);

n No detalhamento das armaduras longitudinais, foram considera-
dos diâmetros comerciais de até 16 mm para o aço CA-50, já que 
diâmetros maiores são mais comuns em obras de grande porte. 
A escolha da disposição das barras na seção transversal segue 
as prescrições da ABNT NBR 6118:2014 [13]. Primeiramente, 
tenta-se dispor as barras em uma única camada, de modo a se 
aproximar ao máximo da área de aço calculada, e quando isso 
não é possível, a disposição ocorre em várias camadas;

n No cálculo dos deslocamentos máximos, é levada em consi-
deração a possibilidade de adoção de contraflecha, afim de 
diminuir a flecha total;

n Na determinação da ancoragem das armaduras de tração, 
tenta-se primeiramente uma ancoragem reta de todas as bar-
ras. Quando isso não é possível, são considerados ganchos 
nas barras da primeira camada. Se a solução com ganchos 
não for possível, utilizam-se grampos juntamente com os gan-
chos. A ancoragem das armaduras de compressão e de pele, 
quando existirem, é do tipo ancoragem reta. A ancoragem dos 
estribos também é levada em consideração.

3. Ferramenta de otimização:  
 Analytic Solver Platform

O programa para o dimensionamento otimizado da viga de con-
creto armado foi implementado em uma planilha do Excel, para 
utilizar o Analytic Solver Platform [15]. Essa ferramenta foi desen-
volvida pela Frontline Systems [16] para resolver problemas de 
otimização escritos em planilhas do Excel. Neste trabalho, foi utili-
zada a versão 2016-R3 do Solver.
Nas células da planilha da caixa de diálogo do Solver são inseri-
das as informações do problema, tais como: a função objetivo, as 
variáveis de projeto e as restrições. Na sequência, seleciona-se o 
método de otimização mais adequado para análise do problema. 
Existem três métodos de otimização no Solver: o LP Simplex, o 
GRG Não Linear e o Evolutionary. O método LP Simplex é utilizado 
em problemas de otimização linear [17-18]. O método GRG Não Li-
near é usado para problemas do tipo não linear. Já o método Evolu-
tionary é utilizado em problemas do tipo não linear complexos [17].
O método GRG Não Linear é baseado no método do Gradiente 
Reduzido Generalizado, que é uma extensão do método do Gra-
diente Reduzido para resolver problemas com restrições de desi-
gualdade não linear. [18-19]. O método Evolutionary é baseado no 
método dos algoritmos genéticos que é definido como uma técnica 
de otimização e busca fundamentada nos princípios da genética 
e seleção natural [20], sendo bastante aplicado por cientistas e 
engenheiros para resolver problemas práticos [21].

Figura 1
Fluxograma do dimensionamento otimizado da viga
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Para determinar qual é o método mais adequado para a resolução 
do problema de otimização, o Solver dispõe de um recurso chama-
do Analyze without Solving, onde são feitos testes de convexidade 
para saber o tipo de problema de otimização, e assim utilizar o mé-
todo mais adequado [22]. Realizando essa análise no presente es-
tudo, constatou-se que se trata de um problema do tipo não suave e 
não convexo, sendo então utilizado o método Evolutionary.
Nas configurações do Evolutionary, os valores adotados para o 
tamanho da população (“Population Size”) e taxa de mutação 
(“Mutation Rate”) foram, respectivamente, 100 e 0,075. Na Figura 
2, mostra-se a caixa de diálogo “Engine” do Solver com os demais 
parâmetros adotados. 

4. Estruturas analisadas 

Foram analisadas as seções transversais de vigas de concreto 
armado, biapoiada em pilares, e submetida a um carregamento 
uniformemente distribuído. A seção transversal é retangular de lar-
gura (b) e altura (h), conforme mostra-se na Figura 3. Os pilares 
são de seção transversal quadrada, com dimensão de 20 cm. O 
aço utilizado é de classe CA-50. O cobrimento nominal é de 30 
mm, sendo a Classe de Agressividade Ambiental II. Vale salientar 
que neste estudo não foi considerada a rigidez dos pilares.
Para o estudo das seções transversais das vigas foram analisados 
a influência dos seguintes parâmetros: os valores do vão livre, do 
carregamento característico e da classe de resistência caracterís-
tica do concreto. O valor do vão livre foi variado de 2 m a 7 m em 
incrementos de 0,50 m, o carregamento característico varia de 10 
kN/m a 50 kN/m em incrementos de 5 kN/m e a classe de resistên-
cia característica à compressão do concreto varia entre 20 MPa e 
40 MPa em incrementos de 5 MPa. 

5. Resultados e discussões

Com a implementação do dimensionamento da viga e a formu-
lação do problema de otimização na planilha do Excel, foram  

obtidas diversas seções otimizadas que minimizam o custo da viga. 
As variáveis de projeto adotadas são a altura e a base da viga. 
Analisando as combinações dos diferentes valores de vão livre (11 
casos), carregamento (9 casos) e resistência característica à com-
pressão do concreto (5 casos), obtêm-se 495 seções otimizadas. 
Nos próximos itens, apresentam-se os resultados numéricos e as 
principais conclusões.

5.1 Altura e base das seções otimizadas

Inicialmente, estuda-se como a relação altura/comprimento do vão 

Figura 2
Caixa de diálogo do Solver

Figura 3
Modelo da viga estudada
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nas seções otimizadas varia em função do carregamento, do com-
primento do vão e da resistência característica à compressão do 
concreto (fck). Posteriormente, realiza-se a mesma análise para a 
base da viga.
Na etapa de pré-dimensionamento, uma estimativa usual para de-
terminação da altura das seções transversais das vigas de con-
creto armado é adotar uma relação altura/comprimento do vão em 
torno de 10%.
Nos casos analisados, observou-se que os valores de (h/L) so-
freram pequenas variações com a mudança do fck. Na Figura 4, 
apresenta-se apenas a relação altura/comprimento do vão (h/L) 
para os valores de fck de 20 MPa e 40 MPa, em função do vão 
livre e do carregamento. Observa-se que ambas superfícies apre-
sentam comportamento semelhantes, crescendo a relação (h/L), 
conforme se aumenta o carregamento e diminui o vão. Deve-se 
observar, que os valores da relação (h/L) variam no intervalo de 
7,10% a 17% para o caso de fck de 20 MPa, diminuindo o máximo 
valor para 13,50% no caso de fck igual a 40 MPa. Consideran-
do pequenos vãos e carregamentos elevados a relação torna-se 
maior no caso de fck igual a 20 MPa, devido à necessidade de uma 
maior altura para esta configuração.
Nas Figura 5 e Tabela 2, apresentam-se a média aritmética da  

Tabela 2
Relação (h/L) por vão livre e carregamento (%)

Vão (m)
Carregamento (kN/m) Relação 

média 
(%)10 15 20 25 30 35 40 45 50

2 12,50 12,50 12,50 12,60 12,50 12,50 12,70 14,20 13,40 12,82
2,5 10,00 10,00 10,00 10,08 11,60 10,08 10,56 11,60 12,80 10,75
3 8,40 8,60 9,60 9,20 9,87 10,80 11,73 12,53 12,93 10,41

3,5 7,26 8,23 8,06 9,14 10,29 10,69 11,54 12,00 13,77 10,11
4 7,40 7,45 8,35 9,55 10,00 10,60 11,10 11,55 12,35 9,82

4,5 7,60 7,78 8,89 9,42 9,78 10,71 11,02 12,00 11,73 9,88
5 7,80 7,96 8,76 9,36 10,12 10,20 10,92 10,88 10,92 9,66

5,5 6,84 7,67 8,58 8,95 9,64 9,82 10,04 10,25 10,98 9,20
6 7,07 7,83 8,70 9,20 9,47 9,57 9,97 10,23 11,53 9,29

6,5 7,17 8,06 8,37 8,89 9,14 9,45 10,31 11,17 11,94 9,39
7 6,94 7,97 8,03 8,31 8,54 10,00 10,49 11,31 11,54 9,24

Figura 4
Relação ótima (h/L) por vão e carregamento, para concretos de 20 MPa e 40 MPa

Figura 5
Relação média ótima (h/L)
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relação (h/L) para cada uma das combinações comprimento do 
vão e carregamento, considerando os 5 valores de resistência 
característica à compressão do concreto analisados. Pode-se ob-
servar que a relação (h/L) varia entre 6,84% e 14,20% para as 
diferentes configurações, sendo que das 99 médias aritméticas 
calculadas, 40 variam entre 9 e 11%, ou seja, esses valores são 
muito próximos da estimativa usual de 10%. Contabilizam-se 29 
valores das relações (h/L) com valores superiores ao 11%, para 
estes casos a estimava inicial adotada no pré-dimensionamento 
empregaria valores inferiores aos valores ótimos.
Na última coluna da Tabela 2, mostra-se a relação média de (h/L) 
calculada em função do comprimento do vão, observando-se que 
dos 11 vãos, 10 variam entre 9,20% a 10,75%. Portanto, a relação 
adotada no pré-dimensionamento convencional pode ser conside-
rada aceitável por ser próxima da relação ótima.
Na Figura 6, mostram-se as dimensões da base da viga otimizada 
para três resistências características à compressão do concreto 
(20 MPa, 30 MPa e 40 MPa) em função do carregamento apli-
cado e do comprimento do vão.  Observa-se que a base assume 
diferentes valores nas diversas situações de vão e carregamento, 
afim de atender as restrições e os critérios de dimensionamento 
e detalhamento considerados. Pode-se perceber que a maioria 
das bases reduzem sua dimensão, conforme aumenta a resistên-
cia característica à compressão do concreto, pois o aumento da 
resistência possibilita uma diminuição nas dimensões da seção 
transversal, sem comprometer os requisitos de segurança. Além 
disso, esta diminuição das dimensões da seção transversal, de-
vido ao aumento da resistência característica do concreto, ocorre 
mais na base pois diminuições na altura da viga poderiam levar 
ao não atendimento do Estado Limite de Deformação Excessiva 
(restrição da Eq. (8)). 

5.2 Aproveitamento dos materiais  
 nas seções otimizadas

Espera-se que nas seções otimizadas se tenha um grande apro-
veitamento dos materiais (concreto e aço), já que o objetivo da 
otimização é a minimização dos custos financeiros. Para avaliar 
esse aproveitamento, torna-se necessário analisar a deformação 
do concreto e do aço, como também, os domínios de deformação. 
Os domínios de deformação representam as diversas possibili-
dades de ruína da seção, caracterizadas pelas deformações es-
pecíficas de cálculo do concreto e do aço, que variam entre os 
domínios 1 ao 5. A flexão simples, a qual está sujeita a viga do pre-

sente estudo, se enquadra dentro dos domínios 2, 3 ou 4. No do-
mínio 2, o concreto não atinge a ruptura e o alongamento do aço 
tracionado é o máximo permitido (10‰), ocorrendo a ruptura por 
deformação plástica excessiva do aço. No domínio 3, o concreto 
comprimido atinge a deformação última de 3,5‰ e o aço traciona-
do escoa, ocorrendo uma ruptura por esmagamento do concreto. 
No domínio 4, o concreto atinge a ruptura, porém o aço não escoa, 
sendo também caracterizada uma ruptura convencional por esma-
gamento do concreto. O domínio 3 representa uma situação ideal, 
pois ocorrem o esmagamento do concreto e o escoamento do aço, 
sendo os materiais (concreto e aço) aproveitados integralmente e 
a ruína ocorre com avisos prévios (devido as grandes deforma-
ções). Em contrapartida, o domínio 4 representa uma situação an-
tieconômica, pois o aço não é utilizado com toda a sua capacidade 
resistente e a ruptura é frágil. Portanto, procura-se dimensionar a 
seção transversal de concreto armado no domínio 3 por ser uma 
situação de economia, sendo o domínio 2 aceitável e o domínio 4 
deve ser evitado.
Ressalta-se que, devido às limitações impostas a posição da linha 
neutra, item 17.2.3 da ABNT NBR 6118:2014 [13], parte do domí-
nio 3 e o domínio 4 não são atingidos [23], conforme apresentado 
na Figura 7. 
Para as seções otimizadas, foram obtidos os domínios de de-
formação (domínio 2 ou 3) e a deformação dos materiais (aço 
e concreto). Tais informações são apresentadas nas Figura 8 e 
Tabela 3.

Figura 6
Valores de base ótima, considerando os concretos de fck 20 MPa, 30 MPa e 40 MPa

Figura 7
Domínios de deformação possíveis na flexão 
simples, para fck menor ou igual a 50 MPa



928 IBRACON Structures and Materials Journal • 2019 • vol. 12 • nº 4

Optimization of reinforced concrete beams using Solver tool

Conforme apresentado na Figura 8, a maior parte dos casos ana-
lisados, encontram-se no domínio 3 (aproximadamente 89% dos 
casos), enquanto 11% se encontram no domínio 2.
Observa-se na Tabela 3, no domínio 3, cerca de 52,27% das se-
ções possuem a deformação do aço entre 2,5‰ e 5‰, enquan-
to 33,86% possuem a deformação do aço entre 5‰ e 7,5‰, e 
13,87% apresentam a deformação do aço entre 7,5‰ e 10‰.
No domínio 2, de acordo com a Tabela 3, 21,82% das seções pos-
suem a deformação do concreto até 2‰, enquanto 38,18% das 
seções possuem a deformação entre 2‰ e 3‰, e 40% entre 3‰ 
e 3,5‰. Portanto, das seções que se encontram no domínio 2, 
a maior parte apresenta deformações no concreto próximas da 
deformação máxima de 3,5‰. Mesmo não estando no domínio 3, 
tais seções também apresentam um grande aproveitamento dos 
materiais devido as grandes deformações do concreto. 

5.3 Custos das seções otimizadas

Para avaliar as vantagens econômicas das seções otimizadas, fo-
ram determinados os custos considerando as dimensões da altura 
e base obtidos no programa implementado (solução ótima), e com 
a altura estimada em 10% do vão e base igual a 20 cm (solução 
convencional). Com esses custos, foi determinada a economia 
das seções otimizadas em relação as seções pré-dimensionadas, 
conforme o procedimento convencional. 
Na Tabela 4, apresentam-se as porcentagens de seções nas fai-

xas de economia obtidas, comparando a solução otimizada com 
a solução convencional. Observa-se que mais de 55% das se-
ções otimizadas apresentam uma economia no intervalo de 10% 
a 40%. Aproximadamente 15% das seções apresentam uma eco-
nomia inferior a 5%, uma vez que a altura estimada se aproxima 
consideravelmente da altura ótima. Entre os casos analisadas, a 
maior economia obtida para uma seção transversal otimizada foi 
aproximadamente de 39%.
Nas Figuras 9 e 10 apresentam-se os custos dos materiais (con-
creto, aço e fôrmas) e o custo total das vigas otimizadas, res-
pectivamente, para as resistências características à compressão 
do concreto de 20 MPa e 40 MPa, em função do carregamento 
aplicado e do comprimento do vão. Observa-se que os máximos 
custos são obtidos no caso de fck igual a 20 MPa, pois com uma 
resistência menor são necessárias seções com dimensões maio-
res para proporcionar uma rigidez adequada. Verifica-se também 
que os custos são maiores nas situações de vão e carregamento 
elevados, pois nessas situações são necessárias maiores di-
mensões da seção transversal e áreas de aço para suportar os 
esforços solicitantes.  
Para analisar a influência das parcelas de custos relacionadas 
com o concreto, o aço e as fôrmas no custo total da viga, fo-
ram obtidos os custos médios desses materiais para todos os 
casos analisados. 
Na Figura 11, mostram-se as porcentagens dos custos dos mate-
riais no custo total das seções otimizadas. Observa-se que a par-
cela de custo com fôrmas representa 66% no custo total, enquanto 
a parcela de aço representa 25% e de concreto 9%. Deve-se res-
saltar que o intervalo de variação percentual com relação ao custo 
total referente a fôrmas é de aproximadamente 50% a 79%, para o 
aço de 12% a 41%, e para o concreto de 7% a 13%.

Tabela 3
Deformações do concreto e do aço nas seções otimizadas

Domínio 2 Domínio 3
Deformação do concreto (‰) % de seções ótimas Deformação do aço (‰) % de seções ótimas

≤ 1 3,64 ≤ 2,5 0,00
1 – 2 18,18 2,5 – 5 52,27
2 - 3 38,18 5 – 7,5 33,86

3 – 3,5 40,00 7,5 – 10 13,87

Tabela 4
Economia das seções otimizadas, 
em relação as seções pré-dimensionadas, 
conforme o procedimento convencional

Economia (%) % de seções ótimas
≤ 5 14,96

5 – 10 27,57
10 – 15 17,60
15 – 20 15,54
20 – 25 10,26
25 – 30 9,09
30 – 35 3,81
35 – 40 1,17

Figura 8
Porcentagem de seções otimizadas 
nos domínios 2 e 3
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Figura 9
Custos (R$) dos materiais (concreto, aço e fôrmas) nas seções otimizadas, para concretos de 20 MPa 
e 40 MPa
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É importante destacar que as porcentagens dos custos, apresen-
tadas acima, são referentes ao problema de otimização formulado 
com os custos unitários da Tabela 1. Vale ressaltar que valores 
de custos unitários diferentes produzirão outros resultados ótimos, 
respeitando as restrições impostas ao problema.  

6. Conclusões

As vigas de concreto armado são elementos estruturais bastante 
comuns na construção civil. Sendo assim, reduções em seus cus-
tos podem trazer significativa economia para este setor. 
Neste trabalho, foram implementadas técnicas de otimização, 
utilizando a ferramenta solver, ao processo de dimensionamento 
de vigas de concreto armado, seguindo os preceitos da norma 
brasileira ABNT NBR 6118:2014. Foi minimizado o custo total 
(concreto, aço e fôrmas) de vigas de concreto armado, conside-
rando-se como variáveis de projeto a altura e a base da seção 
transversal da viga.

A seguir, são apresentadas as conclusões do estudo de otimiza-
ção de vigas de concreto armado, considerando 11 comprimentos 
do vãos, 9 carregamentos e 5 resistências características à com-
pressão do concreto:
n A estimativa de altura da viga, de 10% do vão livre, pode ser 

considerada, de modo geral, uma boa estimativa, já que se 
aproxima da relação de altura ótima por vão;

n Por trazerem uma economia bastante significativa nos custos, as 
seções otimizadas se mostram vantajosas em relação as seções 
pré-dimensionadas, conforme o procedimento convencional, com 
a altura estimada em 10% do vão e base igual a 20 cm. Como visto 
nos resultados, essa economia pode ser da ordem de 35%;

n De fato, as seções otimizadas apresentam um grande aproveita-
mento dos materiais (concreto e aço), pois grande parte das mes-
mas estão no domínio 3, e mesmo as que estão no domínio 2 apre-
sentam grandes deformações (próximas das deformações últimas);

n Na composição dos custos financeiros, observa-se que o cus-
to com fôrmas representou a maior porcentagem no custo total 
das seções otimizadas, seguida do aço e do concreto, respec-
tivamente. Tal resultado é referente ao problema de otimiza-
ção formulado para vigas de concreto armado, com os custos 
unitários da Tabela 1, podendo variar para outros custos e ele-
mentos estruturais diferentes. 
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